Wybrane zastosowania pochodnych — wypuklos¢
i punkty przegiecia krzywej

Definicja 2. Wykres funkcji y=f(x) ro6zniczkowalnej w punkcie x,
nazywamy wypukfym w dot (wypukltym w gore) w tym punkcie, jezeli istnieje
takie sgsiedztwo S punktu x,, ze dla kazdego xeS§ punkty P(x,f(x))
wykresu lezg powyzej (ponizej) stycznej poprowadzonej do wykresu w punkcie
o odcigtej X, .

Wykres funkcji y = f(x) wypukly w dot (w gore) w kazdym punkcie pewnego
zbioru X nazywamy wypuktym w dot (w gorg) w tym zbiorze.
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Rys. 4. ITlustracja poje¢cia wypuktosci oraz punktow przegigcia krzywej

Definicja 3. Punkt P(x,,f(x,)), gdzie x,e€(a,b) nazywamy punktem

przegiecia wykresu funkcji £, jezeli wykres ten jest:

e wypuklty w dot w sasiedztwie S_(x,,8) 1 wypukly w gore w sasiedztwie
S, (x,,9), lub

e wypukly w gore w sasiedztwie S_(x,,0) i wypukly w dot w sasiedztwie
S, (x,,0).

Twierdzenie 6.

1. Jezeli f"(x)>0 dla kazdego xe(a,b), to wykres funkcji f jest w tym
przedziale wypukty w dot.



2. Jezeli f"(x)<0 dla kazdego xe(a,b), to wykres funkcji f jest w tym
przedziale wypukly w gorg.

Twierdzenie 7 (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia).

Jezeli wykres funkcji y= f(x) ma w x, punkt przegiecia i istnieje ciagla

pochodna rzedu drugiego funkcji / w pewnym otoczeniu punktu x,, to

J(x0)=0.

Uwaga. Wykres funkcji moze mie¢ punkty przegiecia jedynie w punktach
zerowania si¢ jej drugiej pochodnej albo w punktach, w ktorych ta pochodna nie
istnieje lub jest rowna nieskonczonosc.
Twierdzenie 8 (I warunek wystarczajqcy istnienia punktu przegiecia).
Jezeli funkcja f jest rdzniczkowalna w otoczeniu U(x,,0) 1 dwukrotnie
rozniczkowalna w sasiedztwie S(x,,0) punktu x,,a ponadto:

f"(x)>0 (lub f"(x)<0) dla xeS_(x,,6) i

f"(x)<0 (lub f"(x)>0) dla xeS,(x,,9),
(tzn. przy przej$ciu przez punkt x, druga pochodna zmienia znak), to punkt
P(x,,f(x,)) jest punktem przegi¢cia wykresu funkcji y = f(x).

Twierdzenie 9 (/I warunek wystarczajqgcy istnienia punktu przegiecia).

Jezeli funkcja f jest m-krotnie rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu
X, oraz

D f"0) =)= (%) =0,

2) f"(x,)#0, n—nieparzyste (n>3),

3) £ (x) jest ciggta w punkcie x,

to punkt P(x,,f(x,)) jest punktem przegi¢cia wykresu funkcji y = f(x).
Uwaga. Schemat badania rodzaju wypuklo$ci oraz wyznaczania punktow
przegiecia wykresu funkcji jest analogiczny, jak podany wczesniej schemat
badania monotoniczno$ci i wyznaczania ekstreméw lokalnych funkcji, przy

czym wnioski dotyczace wypukltoéci oraz punktéw przegiecia formutujemy
w oparciu o badanie pochodnej rzedu drugiego.

Przyklad 8. Zbada¢ ksztalt wypuklo$ci oraz wyznaczy¢ punkty przegiccia
wykresu funkcji:

a) f(x)=x>—3x+8mn(x+1), b) f(x)= arctg% :
X



Rozwigzanie.
a) Dziedzina: D, =(-1,+ ).
Obliczamy pierwsza, a nastepnie druga pochodna:
f'(x)=2x—3+i,
x+1

8  _2(x+1)’ 8 2x*+4x-6
(x+D*  (x+D7 (x+1)7 (x+1)°
Przyréwnujac druga pochodng do zera wyznaczamy punkty, w ktérych krzywa
begdaca wykresem badanej funkcji moze mie¢ punkty przegigcia:
2x° +4x -6

(x+1)2
Zatem jedynie dla x=1 (drugi z wyznaczonych punktow nie nalezy do
dziedziny funkcji) wykres funkcji moze mie¢ punkt przegiecia.

f'(x)=2- , Dp=R\{-1}.

f"(x)=0 & =0 & 2x°+4x-6=0 < x=-3 lub x=1.

Rozwigzujemy odpowiednie nieréwnosci:
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S50 o A0, D,
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o X +4x-6)(x+1)* >0 < +\ -1 p-p/+ X

& 2Ax 3 -DE+>0 < NN\

& xe(—o,-3)uU(l,+o) (rys. 8.5),
f"(x)<0 & xe(=3,)\{-1}.

Biorac pod uwage powyzsze obliczenia oraz uwzgledniajgc dziedzinge funkcji
(rysunek 5) mozna sformutowac nastepujgce wnioski:
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Rys. 5. Tlustracja do przyktadu 8a)

1) w przedziale (—1,1) wykres funkcji jest wypukly w gore,
2) w przedziale (1,+) wykres funkcji jest wypukly w dot,
3) dla x=1 wykres funkcji posiada punkt przegi¢cia (druga pochodna przy
przej$ciu przez ten punkt zmienia znak) i y, , = f(1)=-2+38In2.
b) Dziedzina: D, =R\ {-1}.
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Przyréwnujemy druga pochodng do zera:

f"(x)=0 P %20@—436—2:0@)(:—1‘
(2x" +2x+1) )

Czylidla x= —% funkcja moze mie¢ punkt przegigcia. Aby to rozstrzygnac,

ajednoczesnie zbada¢ ksztalt wypuklos¢ rozwigzujemy odpowiednie
nieréwnos$ci. Poniewaz wyrazenie wystepujgce w mianowniku drugiej
pochodnej ma dla kazdego x warto$¢ dodatnig zatem:
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2 Rys. 6. Ilustracja do przyktadu 8b)

f"(x)<0 < xe(—%ﬁoo} .

Biorac pod uwage powyzsze obliczenia oraz uwzgledniajgc dziedzinge funkcji
(rysunek 6) mozna stwierdzi¢:

1) w przedziale (—,—1) i (—1,—%} wykres funkcji jest wypukty w dot,
2) w przedziale (—%,-F ooj wykres funkcji jest wypukty w gore,

3)dla x= —% wykres funkcji posiada punkt przegigcia o rzgdnej

1 ) T
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbadac¢ ksztatt wypuktosci oraz wyznaczy¢ punkty przegigcia wykresu funkcji:

66. f(x)=§x4—2x2+5x—l, 67. f(x)=x"+5x"+x-3,
68. f(x)=x>-3, 69. f(x)=——,
X ¥ -
70. f(x)=xe >, 7. f(x)=¢",
1 )
72. f(x)=—e *, 73. f(x)=e" ",
74. f(x)= %xz +In(x-3), 75. f(x)=In(1+x?),
3
76. f(x)=-xInx, 77. f(x)=—+In2x,
X
78. f(x)=In(x*-8), 79. f(x)=-2x"+ 1nL1,
x —
80. f(x)=2x-—arcctgx, 81. f(x)=arcsin iy
x+1
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